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Die Perioden der quadratischen Zahlformen bei wegativen
Determinanten.

Von Wenzel Simerka,
Gymaasiallehrer zu Budweis.
{Vorgelegt in der Sitzung vom 14, Mai 1838.)

EINLEITUNG.

Die Periodicitiit der quadratisehen Zahlformen, besonders jener
der negativen Determinanten, hat sowohl ihre theoretische als auch
praktische Seite. In ersterer Beziehung erscheinen alle Formen einer
Determinante als ein regelmiissiges leicht zu behandelndes Ganzes,
man erlangt einen helleren Blick in die Reciprocitiit der Zahlen so
wie in das eigenthiimliche Gefiige der triniiren Zahlformen und Zah-
lenwerthe. In letzterer Hinsicht liefert sie eine Regel dekadische
Zahlen in Factoren zu zerlegen, die auch in Fillen anwendbar ist,
wo keine der bisher bekannten Methoden ausreicht; iiberdies lassen
sich mittelst derselben unbestimmte Gleichungen von der Gestalt
ax® + bay 4 cy* = pz™ crschipfend und bei grossen Determi-
nanten losen. Es kann daher die Wichtigkeit dieser Theorie nicht in
Frage gestellt werden.

1. Zur Verwandlung und Gleichheit der quadrati-
schen Zahlformen dberhaupt.

Ubergeht die Form aa® 4 bay -+ ey?, die man auch Kiirze
halber mit (a, 0, ¢) bezeichnet, dadurch, dass ¥ = fa' 4 gy’ und
y = ma' 4 ny' gesetst wird, in ¢'@'? 4 b'a'y’ 4 c'y'2 = («, V', ¢'),
so wird, wenn beide Formen zu derselben Determinante gehiren,
gewdhnlich /27— gm = + 1 angenommen. Es geht jedoch, wie
der weitere Verfolg dieser Abhandlung und besonders Nr. 16 zeigt,
aus der Natur der quadratischen Zahlformen hervor, dass man die
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Transformationsweise enger nehmen und blos /n — gm = 1 setzen
diirfe.

Die niichste Folge hievon ist, dass «wt + by + cy* fiic e =y
ud y = — o' inea’ — ba'y’ 4 ay'® dbergehe, und man also
(@ b, ¢) = (¢, — b, «) erhalte. Eine Form bleibt daher ungestort,
wenn man ilive dusseren Coéfficienten versetzt, und zugleich das
Zeichen des mittleren ins eutgegengesctzte verwandell.

Fiihrt man diese Formen auf den einfachsten Ausdruck zuriick,
so wird entweder & = &' + ky oder y = k. 4 y' gesetat; wess-
halb dieses Verfahren auch bei obigem Grundsatze anwendbar ist.

Uberdies erhellet, dass («, b, ¢) mit (@, — b, ¢) oder (¢, b,a)
im Allgemeinen nicht gleichgesetzt werden divfe, weil man dann
z. B, bei @ =o', y = — y', fn — gm = — | erhalten wiirde.
Daraus geht auch hervor, dass das YVorzeichen des Mittelgliedes in
diesen Formen eine ganz besondere Bedeutung habe.

2. Die Sehluss- und Mittelformen.

Bei jeder Determinante Dkommt wenigstens die Form 2% ++ Dy?,
die man mit (1, D) statt (1, 0, D) bezeichnen kann, vor. Eben so
hat jedes D = 4d — 1 die Form a* 2y + dy* = (1, 1, d).
Diese heiden Ausdriicke kinnen riicksichtlich der weiter angefiihrten
Griinde End- oder Schlussformen genannt werden.

Den Namen ,Mittelformen® kann man in Betracht des in der
Folge ersichtlichen Baues der Perioden den Legendre’schen
diviseurs quadratiques bifides beilegen. Diese Formen kommen bei
den negativen Determinanten, wenn D = p ¢ ist, in den einfachsten
Ausdriicken unter den Gestalten

(2?59 . (2,250, 20Y
(p-9), (2],’2])’11?:1) ’ (p:g’l’"‘%{:‘;q») vor,

von denen die ersten zwei ein ungerades, die andern hingegen ein
gerades Mittelglied besitzen. Nebst dem miissen alle drei Coéffi-
cienten ganze Zahlen sein, und diivfen, wenn man diese Ausdriicke
fir Gauss'sche Formen der ersten Art ansieht, keinen gemein-
samen Theiler haben.
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Dies vorausgeschickt gelangt man zu folgenden Sitzen:

Die obigen fiinf Mittelformen reduciren sich auf drei, namlicl
auf eine bei einem ungeraden, und auf zwei bei einem geraden
Mittelgliede ; denn wird in der ersten und vierten y = — @ +- Yy
gesetzt, so ibergehen sie in die zweite und fiinfte. Es haben
demnach die ungeraden Mittelformen nur die Gestalt (p, p. »),
die geraden hingegen werden dureh (p, ¢) und (2 p, 2 p, )
reprasentirt. Auf diese Weise gelangt man zu der Form
(a4 ab, ¢), die als der allgemeine Ausdruck jeder Sehluss-
und Mittelform angesehen werden kann.

Das Vorzeichen des Mittelgliedes ist bei Schluss- und Mittel-
formen willkiirlich, indem («, b, ¢) bei @ = @' — by in
(¢, — ab, c) ibergelt.

Die Mittelform pa? 4 pay + }% y* erhiilt dadurch. dass
man & = & 4+ y und y = — 2 &' — ¥y setzt, die Gestalt
gt + goy + Lty

Eben so findet man auch bei geraden Formen:

(Zp 21),‘”2“1) = (2(1,‘

Jede Zerlegung von D in die Factoren p, ¢ liefert daher
nicht mebr als eine Mittelform der unter @) angefihrten
Gattungen.

)

Mittelformen von der Gestalt (2 P>2p, £

+ q) kommen nur bei

D = 4 ¢+ 1 und 8 ¢ vor. Ist nimlich im ersten Falle
p=4¢ + 1, so wird aueh ¢ = 4 ¢' + 1 sein, und es

erscheint als drittes Formglied ~—— ] +q =2 (¢ + ¢) 1

eine ganze und ungerade Zahl.

Ist, was den zweiten Fall anbelangt, D = 2%mn, wo a > 2
und m, n ungerade Zahlen sind, so kann p = 2m, ¢ = 25" »n
genommen werden, und man gelangt zur Mittelform
(4m, 4m, m + 2°2x), die nach ¢) auch die Gestalt
(2%n, 2%», m -+ 2%*n) bekommen kann.

Die Anzahl der ungeraden so wie der geraden Mittelformen
bei Determinanten von der Gestalt 4942, 40 -+-3, 8¢ 44

9
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hiingt blos von der Menge der Zerlegungen des D in die zwei

Factoren p und ¢ ab. Besteht daher D aus » relativen Prim-

factoren, so kann die Zerlegung bekanntlich auf eine 27!

fache Art vorgenommen werden. Jedes dieser Factorenpaare

gibt eine Mittelform, nur 1 X D liefert die Schlussform. Man
erhillt somit in diesem Falle 27~! — 1 Mittelformen. So
kommen bei 315 = 32 X 5 X 7 wegen n = 3, drei, und
bei 2100 = 22 X 3 X b2 X 7 sichen derartige Formen vor.

Was die Determinanten D = 4 ¢ 4 1 und 8 ¢ anbelang(, so
haben sie 2"~' — [ Mittelformen von der Gestalt (p, ¢), da man
hier ganz dic obige Schlussweise anwenden kaun. Uberdies haben
p+9q

2
Faetorenpaar ohne Ausnahme eine solche Form liefert. Daher haben
diese Determinanten im Ganzen 2* — 1 Mittelformen. So kommen
7. B. bei 105 = 3 X B < T sieben, bei 840 =23 X 3 X 5 X 7
aber 15 vor.

Hieraus folgt, dass die Primzahlen und Primpotenzen ven der
Gestalt 4 ¢ + 1 wegen 2 = 1 eine Mittelform haben, sie ist
(2,22 ¢ 4 1); eben so kommt hei D = 2" eine von der Gestalt
(4, 4, 2"=* 4 1) vor. Die ibrigen Primzahlen und Primpotenzen
haben keine Mittelformen.

sie noch 2%—! Formen von der Gestalt (2 p, 2 p, , indem jedes
P> = J

3. Multiplication zweier quadratischen Zahlfor-
men, deren crsten Coéfficienten prim zu ein-

ander sind.

Die Aufgabe, die unter dem obigen Namen verstanden wird,
besteht darin, aus zwei Zahlformen derselben Determinante eine
dritte von der Beschaffenheit zu finden, dass sie alle Producte von
Zallen der gegebenen Formen enthalte, iiberdies wie die beiden
Faetoren gerade oder ungerade sei, und ihrer Determinante angehiore.
Hitte man vorerst die Formen p = e« a* 4+ bwy -+ ¢y* und
p=d '+ b’y + ¢y’ worin b, b’ ungerade sind, so wird
ihre Determinante

D=4ac—b*=4dcd — b2
sein,
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Ferner erhilt man:

dap=Qax 4+ by + (hac — b3 y*
da'p = 2da 4 0y) 4 (hd'd — 0"y’
und wird in diesen Gleichungen

z=2ax 4 by Y =2da 4+ 0y (2)
gesetzt, so iihergehen sie in:

hap= 22+ Dy> , 4dp =+ Dy'*;

das Produet hievon ist:

16ac’ pp’ = (22 + i Dyy')* + D (ry — i2'y)~ 3)
wo ¢ = 4+ 1 vorstellt, und im Verlaufe bestimmt wird. st nun
pp = ad X2 4 0" XY 4 ¢" 12 (4)
cine den obigen Bedingungen geniigende Form, so muss
D= 4adc" — b2, (5)
DL D672

wesshalb 4" so zu bestimmen ist, dass ———— und ——— ganze
4 a 4a
Zahlen werden. Dem wird mit Riicksicht auf die Gleichung 1) ent-

sprochen, wenn
V' =200+ b=2d¢ + V (6)

geuommen wird, mogen die Unbestimmten ¢ ¢’ was immer fiir ganze
Zahlen sein. Es wiirde wohl 47 die geforderten Bedingungen auch
dann erfiillen, wenn etwa &' negativ genommen werden wiirde; dann
wire jedoch das Resultat ein Product der Formen (a., 6, ¢),
(a', — 0, ¢'); ist aber nach Nr. 1 das Vorzeichen des Mittelgliedes
nicht gleichgiltig, so darf es auch hier nicht geiindert werden. Was
diec Werthe von 4" anbelangt, so sind sie alle in " = 2ad’ ¢ + 3
enthalten, wo 2 < ad/, ¢ jedoch beliehig ist; wiirde es némlich noch
eine Grisse 3’ von derselben Beschaffenheit wie 3 geben, so miisste
V' =p"=j (Mod. @) und zugleich auch 4" =3" = 3 (Mod. a’)
sein, d. h. #'— 2 wiire durch aa’ theilbar, was wegen 3" < aa’ nur
bei B = f3 statlfinden kann. Die Folge hievon ist, dass man fiiv dic
Gl 4 nur ein §"" < qa’ findet, und dass daher dureh die Multiplication
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zweier Formen nur ein Resultat zum Vorschein kommt. Aus 4) und
5) folgt 16aa' pp’ = (4aa’ X + 20" Y)2+ D (2 V)2
Wird diese Formel behufs der Auffindung von X, V mit 3)
gliederweise gleichgesetzt, so gelangt man zu
2Y =y —ivy ; 4ad X+ 20"Y =122+ iDyy
oder nach 2)
6—ib
2 Yy
und dad'X =4adad + 2a (b — ")y + 24 (b+ ib") 2y
+ (b0 — bb" + V'Y + iD) yy'.

’

Y =axy —ida'y +

Da die Verinderlichen @, a’, y, y’ im Allgemeinen zu 4aa’
prim sind, so miissen die Coéfficienten durch diese Grosse theilbar
sein, und man findet nach 6)

b — 5" , . b b ’y b+ b
e = — ¢, so wie auch o =ti¢ 4 5
i = — 1 zu setzen ist, so dass &'y zum Coéfficienten — ¢ erhilt.
Beim letzten Theile ist mit Riicksicht auf )

, wesshalb

i
vYa b — bb" — b 4 b — had'c") =
aa

"= (@¢"—8) S "
Aaa' ¢ =99 —c
Es ist demnach X = va’ — ¢'wy — o2’y + ¢¢'yy — 'yy
oder
Y=(z—¢y) (¥ —¢y)—c"yy
und
Y=axy +ada'y+ 10+ ) yy.
Fiir ¢” findet man noch den zur Rechnung bequemeren Ausdruck
g ! ’ Ui ’
- 20+(26a~,H) )¢ oder = 22 +(;:—b)¢

Auf diese Weise gelangt man daher zu (a, b, ¢) («, b, ¢')
= (aa, b, c").

Was die Formen mit geraden Mittelgliedern anbelangt, hat man
nur statt &, &', &', D beziechungsweise 25, 20, 28", 4 D zu setzen,
und erhillt die Gleichung 0" = a¢ + 6 = a’¢' -+ &', woraus
¢, ¢, b" gefunden wird, dann

PRE LU VR PR (20T
a a
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und ¥V = axy + a2’y + (b -+ ¥) yy. Der Werth von X

indert sich nicht.

f. Avmerkung. Wiren @, «' nicht relative Primnzahlen sondern
etwa @ = ah, « = al’, so fordert 6) dass b = &' (Mod. 2 «)
sei; im entgegengesetzten Falle miisste eine der Formen
geiindert werden. Da ferner nach 8) & ¢ 4+ ¢ = o und
b'¢" + ¢ = o (Mod. «) ist, so findet man ¢, ¢ etwa in der
Gestalt o = « ¢ + m, ¢ = a ¢’ 4 m’, dann iihergeht 6) in
' =2aad + 2am+ b =2ad¢d’ + 2am + b,
woraus sich die Werthe von ¢/, ¢ also auch ¢, ¢, 8", "
ergehen.

Dieses Yerfahren findet jedoch wegen obiger Congruenzen
bei geraden Formen, wenn a gerade ist, keine Anwendung.

2. Anmerkung. Weil (a, b, ¢) = (¢, — b, «) ist, so wird man
auch (e, b,¢)* = (a,b,c) (¢, — b, a) erhalten, und es
reicht diese Methode zum Quadriren der Formen aus.

3. Anmerkung. Schon Lagrange und Legendre multiplicirten
diese Zahlformen auf eine dhnliche Weise; sie erhielten aber
aus jeder Multiplication zweier Formen zwei verschiedene
Resultate, eines het + &, -+ &', das andere fiir 4 6 und — &',
Das vorstehende Verfahren verdient daher diesen Nameu um
so mehr, als hier wie itherall die Faetoren nur ein Product
liefern, und beide zur Bildung desselben auf gleiche Weise
beitragen, wie dies aus den Werthen von 4", ¢, X und YV
hervorgeht. Legeundre ahnte zwar, wie Nr. 364 und 365
seines Werkes: Essal sur la theorie des nombres (Edil. sec.
1818) zeigt, die Periodicitiit dieser Formen, konunte sie jedoch
aus obigem Grunde nicht finden.

4. Folgesitze.

Aus dem vorigen Abschnitte geht zunmiichst Nachstehendes
hervor:

@) Es kinnen auch mehr als zwei Formen mit einander multi-
plicirt werden. Hitte man etwa p = (a, b, ¢), p' = («, V. ¢)
p’ = (@, 8. 1), so ist analog Nr. 3

V=200 +b=2d¢ + b =20¢" 48
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dann
oz
@ = T und pp' p' = (ad'a, b", ).
Daraus ergibt sich leicht das Verfahren bei geraden Formen und bei
mehr als drei Factoren.
b) Wie man bei D = 4 ad'ac — 2, wenn a, ', a prim zu
einander sind, aus den Formen

(a, 8, dac) (¢, 3, aec) (¢, B, aa’c)

wegen ¢ = ¢' = ¢" = o das Product (e e’ «. 8, ¢) erhilt, so lisst
sich wieder umgekehrt jede Form, deren erster Coéfficient ein
Produet ist, in ihre relativen Primfactoren zerlegen.

¢) Die obige Multiplicationsregel gibt:
(a2t 4 bay + cy?) (cy>+ b’y + aa'?) = ac X2+ XY 4 Y*,
wobei X = a2y — 2’y wnd ¥ = axa’ + cyy + ba'y ist.

Da man nun (¢, b, @) = (@, — b, ¢) hat, so liefern dic Formen
(a, b, ¢), (a, — b, ¢) dic Schlussform zum Producfe. Aus diesem
und aus mchreren der folgenden Sitze wird es klar, dass sich die
Formen («, b, ¢) und (a, — b, ¢) wie cntgegengesctzte Grissen
zu einander verhalten.

d) Fiir Sehluss- und Mittelformen hat man nach Nr. 2 den
allgemeinen Ausdruck

p = ax® 4+ abxy + cy?

oder p=ca'?+ aba’ (@ 4+ by) + a (2 + by)* woa' = —y.
Das Product dieser beiden Formeln ist Y

pt=acS*+ abSU+ Usbei § = — 20y — by*
U= aa*+ 2a¢baxy + (¢b*— ¢) y>

Wird hier S= — YV, U= X + p Y gesetat, indem man y aus
ab — 2p = — 1 oder 0 hestimmt, so erscheint das Resultat unter
der Gestalt

pr=X24 (2 —ab) XY + (ac 4 p2— abp) V2

hei X = aw® + 2 (ab—p) vy + (ab*— ¢ —bp) y* und
Y =22y 4 by=
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Demnach ist die Schlussform als das Quadrat ihver selbst so
wie auch jeder ihrer Mittelformen anzusehen.
In besonderen Fillen hat man:

1. bei p=ax*+ cy?, pr= X2+ acY?
und X=ax*—cy?, Y=2uvy;

2. fir p==2ax*+ 2axy + ¢y, p2=X*4 DY?
X=2a2*+ 2a20y + (a—c) y% Y= 2xy + y*;

D+1
3. p=aax*+ exy 4 cy*, 1)‘~’=X2+XY+T+ Y2

—1—2¢

wmd X = a2t (e — )y +

Y=2xy + y>

Fiir Schlussformen ist in 1) und 3) @ = 1 zu uehmen.

¢) Jeder Schlussform kann man in Beriicksichtigung einer
andern Form aa? + bay -+ cy? die Gestalt 2’2 + ba'y' + acy'®
geben, dann ist das Product dieser beiden Ausdriicke

e X>4 b XY+ ez

wobei X =w2 —cyy
und Y = axy + 'y + byy bedeutet.

Daher gibt jede Form mit der Schlussform multiplicirt sich
selbst zum Producte.

Dem zu Folge ist eine unpaare Potenz einer Mittelform wicder
dieselbe Mittelform.

5. Multiplication der Formen mit Potenzen.

Vom Potenziren der Formen handelt Legendre in Nr. 362
cte.; dem vorgesetzten Ziele entspricht jedoch besser folgendes Ver-
fahren: Hiitte man bei der Determinante D die zwei Formen

p=a"2+ bay + cyr, p =a" 24 by + Y

wo @ zu D prim, und b = ' (Mod. 2 a) ist, so fordert ein ungera-
des b die Gleichung

D=4amc— b= 4a" ¢ — b*
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aus weleher wieder n < m genommen
b — b2 = (b4 V) (b — ) = 4a" (" " ¢ — ¢')

hervorgeht.

Ist daher @ ungerade, so muss ¢ in & — &' aufgehen; wirde
némlich fiir einen Theiler von « die Congruenz b + 6" = o (Mod. «’)
hestehen, so hitte man wegen b = 4’ (Mod. «') auch b = § = 0,
und D hitte mit @ den Divisor o’ gemein. Wire « gerade, so ist
wegen b =0 = 4 1 (Mod. 4), b + &' eine Zahl von der Gestalt
2 (2p + 1), und es kann, falls « = 2% a’ gesetzt wird, das unge-
rade «' aus obigem Grunde mit & 4+ & keinen Theiler gemein haben:
desshalb wird in

22p+ D) (b —¥)=4ha" (a""c—c')

nur ™" ¢ — ¢’ durch 2 + | theilbar sein kinnen, und es ist auch
heim geraden «

b— b = 2a" w.

Dies vorausgeschickt erhilt man aus den zwei gegehenen
Formen

bamp = 2a"x 4 by)* 4+ Dy
und ha*p = (2a" 2" 4 b'y)* 4 Dy'*

und wird auch hier wie in Nr. 3
z=2a"x + by 2 =2a"a" 4 by
gesetzt, so gibt das Product dieser Gleichungen
16amtrpp = (22 — Dyy)* + D (zy + 2y)*
Ware die gesuchte Form
pp =amtr X2 L 6" XY 4 ¢' V3

wo vorerst aus der unbestimmten Gleichung

by +¢c=a"¢

die Werthe von ¢, ¢ bestimmt werden, die daun

V' =2a"¢ + b, " =a" "¢+ ¢
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liefern, so gehirt die Form 5) zur Determinante D; denn es ist

hamtne’ — b= 4a". a"p —ha"b o — bt =
=4a"(bgp +c¢c) —4ambp —b*
= 4a”c — b = D.

Hierauf gibt die Gl. 5)
t6amtr pp' = (da"t" X + 20"Y)* 4 D (2Y)*
dies mit 4) gliederweise verglichen gibt vorerst
2Y =2y + 2y

oder Y=ua"wy + a2y + 1 (b + ) yy.

Ferner ist

bamntr X 4 20" Y = 22" — Dyy.

welcher Ausdruck den Gl. 3) und 8) zufolge in

hamtr X = famtroa’ —2am (0" — b)ay — 2a" (0" —b)a'y
4 (— 66" — 68" 4 bY — D) yy

iihergeht.
Aus der Summe der Gl. 2) und 7) findet man

0" — b =2a"p 4+ 20" w = 2a* ¢';
iiherdies gibt die GL 7) 4" — b = 2a™¢. Was den Coéfficienten
von yy' anbelangt, hat man
(— 00" —0b" b+ b2 —4damt* ")y = (b"— b) (6" — V)

— fagntr ¢l = fgmtn ‘Psol — bantnr e,
Es ist also
X =wa' — ooy — o2y + 9oyy — "yy

oder X=(2—9y) (@ —¢y)—yy,

B — B
= - —— bedeutet.
2a"

’

wobei ]

Was die Formen mit einem geraden Mittelgliede betrifft, so ist
dieses Verfahren nach Gl. 6) nur fir ein ungerades « brauchbar;
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des entgegengesetzten Falles wird im folgenden Abschmitte erwiihint
werden. Dann hat man

(@™, 28, ¢) (a", 28, ¢) = a™+» X2 4 25" XY + ¢’ Yz,

wo vorerst ¢, ¢ aus 2b¢ 4 ¢ = a" ¢ gesucht wird, wornach man

V'=uam"p 4+ b, ¢ =am""pr+ ¢, ¢ = ’ ;b
XY= (r—9y) (' —¢y) —yy
und Y=qa"2xy +a" 2y + (04 0)yy

erhilt.

Anmerkung. Viel kiirzer ist die Mulliplication von («™, b, ¢)
(e, 0, ¢) wenn § == — b’ (Mod. 2). Aus dem ehen Bewie-
senen geht niamlich hervor, dass

(@™="5, 0, @P@) (@7 hy, 0™=2@)) = (@, . @)s
iiberdies folgt ans der Aunahme von
b= — b (Mod. 2a), (a*, b, a"="¢) = (a", — V', '),
daher
(a™ b, e) (e, b.¢)=(a"""b,a"c) («",—0b',c) (a",V,¢)

also nach Nr. 4 pet. ¢ und ¢ = (™", b, a"c).

Ist jedoch an den Werthen von X, Y gelegen, so muss die
Operation nach schicklieher Verinderung der IFormen auf eine
andere Art vorgenommen werden.

6. Die Potenzen von 2 in geraden Formen.

D 1

Wenn man die Mittelformen (2, 2, —:—) und (2, d), deren
Quadrate Schlussformen sind, itbergeht, so ist es als Ergiinzung des
vorigen Absclmittes nithig, hier zweier besonderer Fille zu erwithnen,
niimlich des Potenzirens von (4, 2, 2k + 1) bei D = 8% | 3,
und der Multiplication von (27, 24, ¢), (2", 20, ¢).

a) Bei der Determinantc 8 £ -} 3 kommeun in ungeraden
Formen nur ungerade Zahlen vor, und in den geraden Formen
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erscheint von den Potenzen der Primzalil 2 blos 4 nimlich in
p =4+ 22y + (2k 4+ 1) y~

Wollte man diese mit p' = 42’2 4 22"y 4 (2k + 1) 32 multi-
pliciren, so kann man zu den ungeraden Formen ibergchen, dann ist
nach dem vorigen Abschnitte wegen

a=d=b=V=m=n=1,¢=—1,0=2k0"=—1
=241, ¢ =—1,
daher pp = X2 — XV + (k4 1) Y2

aber X = Ra 4+ y) 22"+ ¢) — (2k+ 1) yy =2X
folglich ist das Product
pp = 4X* —2X'Y 4 2k 4 1) Y=

Dasselbe Resultat liefert Nr. 3, indem bei (4, 2, 24 + 1)
(2k+1,—2, 4) die Gleichung &' = 4o+ 1 =2+ 1) ¢ —1
fir g =£&, ' =2 losbar ist; man erhilt ¢’ = 4%k 1, ¢" =2k 1
also pp’ = 8k 4+ 4) X2+ 8k 4 2) XYY+ (2K + 1) Y

und wird hier ¥ = )’ — 2 X gesetat, so kommt
pp = 4X*—2XY 4 2k + 1) Y2

zum Yorschein.

Ist demnaeh p = (4, 2, ¢), so hat man p* = (4, — 2, ¢),
dann nach Nr. 4 ¢ p3 = (1, D), p* = (4, 2, ¢) w.s. w., d. . p
gibt eine Periode von 3 Gliedern.

b) Was den zweiten Fall anbelangt, so sind &, ¥/, ¢, ¢’ unge-
rade, und man findet unter den ungeraden Formen bei D = 84 — 1
aueh zwei von der Gestalt

p = 2m—2 X2 + bmy + Cyg’ p! == 2"_2.1'/2 + b’.’lﬁ'/:l/ + Clyle,

aus denen dic obigen fiir ¥ = 2¢, @' = 2¢ entstehen. Diese letzteren
geben
pp = 2mtn—tX2 4 XY 4 "V
Ist bier, wie vorausgesetzt wird, @ zu y und 2’ zu ¥’ prim, so
werden p, p’, Y ungerade, X hingegen — 2 X’ sein, und es ist in
geraden Formen
Pl =" 22 H 0 SENRE AT E )E
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Da nun die mit p, p' bezeichneten Formen dieselben Zahlen
enthalten wie (2", 26, ¢) und (2", 20/, ¢’), so hat das Product
dieser letzteren Formen einen um zwei kleineren Exponenten, als
dies sonst bei ungeraden Formen geschehen wiirde. Ubrigens
kommt in diesen Ausdriicken keine niedrigere Potenz von 2 als 8
vor, und zur Brauchbarkeit des Verfahrens ist erforderlich, dass
26 = 20" (Mod. 8) stattfinde.

Anmerkung. Hieraus ist ersichtlich, dass man («™, 20, ¢) mit
(a7, 28, ¢’), wenn a gerade und grosser als 2 ist, nicht
direct multipliciren kanne.

7. Die Quadratwurzel aus einer Schlussform ist
entweder wieder die Schlussform oder cine
Mittelform.

Dieser Satz ist die propositio inversa von Nr. 4 d, nimlich,
dass nur Schluss- und Mittelformen zu Quadraten erhoben Schluss-
formen geben. Legendre beweist ibn fiir den speciellen Fall, dass
D eine Primzahl ist; zum vorstehenden Zwecke ist jedoeh ein allge-
meiuer Beweis erforderlich. Da ergeben sich zwei Hauptfille, je
nachdem man es mit ungeraden oder mit geraden Formen zu
thun hat.

Erster Fall. Kommt p2, wenn p eine ungerade D nicht
theilende Primzahl ist, in einer ungeraden Schlussform vor, so hat
man

p2= Mz 4+ MN + dN?
und D =4d—1.
Hieraus folgt
dpr = (2M 4 N)* -+ DN,
und wenn man

L=2M+4+ N
setzt,

dp: = L2 4 DN
daher DN* = (2p+ L) 2p — L).
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Ist nun D = gk, so wird man
2p+ L=gAdumd2p — L ="hB

annehmwen kinnen, woraus danmn A B = N2 folgl. Dieser letzten
Bedingung zufolge muss wieder 4 = 2K, B = u* kK gesetst werden,
so dass dann N = fu E wird. Die Summe der Gleiehungen unter
yistdp — gdA 4 hB,

d. h. hp = E (g2 4 hu).

Hier kann nicht £ = o (Mod. p) sein, weil Letsteres dann
auch bei 4, B, L, N und M der Full wiive, oder mit anderen Worten,
¢s miisste /M = p und N = o sein, wo hier doch N > o angesehen

wird. Auch kanu K nicht = 2 gesetzt werden: denn dann wire
2p = gt* + huz, wo wegen gh = 4d — 1. g und L ungerade
sind. Wiire £ = 2¢/, so miisste auch v = 2« sein, nnd man hitte

gegen die Voraussetzung p = 2¢¢'2 4 2/hu'2
Aber es kann auch nicht ¢ = 2¢' 4 1 sein; denn dann wiire
ebenfalls w = 2«' 4+ 1, und man hiitte

2p =4 (gt'* + gt' + hu'> 4 hu') + g + L
Ist aber ¢ = + [ (Mod. 4), so hat man 2 = F 1, daler ist

¢ -+ & dureh 4 theilbar, und p wire wieder gerade. Es verbleiben

also nur zwei Fille :
) E =1 oder 4p = g¢* -+ hur Da hier ¢ mit % zugleich
paar oder anpaar ist, so kann man ¢ = 2" 4 u setzen und erhilt

p=ygt:+ gtu-+ ‘Z:—h k)
wo 49)(9_22_9::0
ist. Fiir ¢ — 1 gehort also p in die Schlussform, sonst aber in eine
Mittelform. Oder es ist )

b) E = 4, folglich p = g¢2 | hu2 Setat man ¢ = ¢' 4 1,
so wird p = gt'* 4+ 2¢gt'u 4 (g + h) u?, und iibergeht man zu
den ungeraden Formen durch die Annahme von 2w = o/, so erhilt
man die Formel

)/
p=gtr4gt'n’ + ‘Z——:—I w's,

worin von p das Vorhergesagte gilt,

(1)
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Zweiter Fall. Ist die fragliche Schlussform eine gerade,

daher pt= M*+ DN*

oder DNz=(p+ M) (p — M)

und D = gh, so kann nach der obigen Schlussweise
p+M=gd, p—MN="hB

angenommen werden, woraus /V* = A B folgt, und man aus

A=¢E,B=ukE
die Gleichung 2p = E (gt* + hu?)

erlangt. Fir £ = 2 kommt hier der obige Satz zum Vorsehein. Ist

jedoch E = 1 also 2p = g¢* + hu?, so kann ¢ mit « nieht zugleich

gerade sein, und es sind nur die ibrigen drei Fille moglich:
Wiire t =2t u=2u +1,

SO muss h=2kund p =2gt'2 4+ h'u2

sein. Eben so findet man bei
t=2¢ + 1, u=2u,9g=2¢ und p = g2  2hu.

Sind jedoch ¢ und « ungerade, so ist { = 2¢' 4 w anzunchmen
erlaubt, und die Gleichung 3) iibergeht in
gtk

p=2gt% 4 2gt'u + 5

In allen Fillen gehirt also p zur Schluss- oder Mittelform.

TEs

8. Besondere Fille des Potenzirens und Multi-
plicirens der Formen.

a) Werden in Nr. 5 die zwei Formen gleich gesetzt, so
enthilt das Product die Quadrate und Amben aller darin vorkom-
menden Primzahlen. Man erhilt dann wegen

m=n=1,b0=0,c=c,e=ay=9, p=yp
aus p=ax®+ bay 4 cy?
die Gleichung b +¢c=ua¢
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zu losen,
wornach sich 6" = 2a¢ + b, " = 9> 4 ¢, ¢ = ¢
ferner X =a* — 292y — dy%, ¥ = 2axy + by*
und pr=(,b,c)*=a*X2+ 0" XY 4 ' 1*
ergibt. Eben so findet man die Quadrate der geraden Formen.

b) Yom Quadrate einer Form kann man successive zur dritten,
vierten Potenz u. s. w. dadurch schreiten, dass man mit Beibehaltung
des Resultates fiic die erste Form in der zweiten 2 = 1 setzt. Ist dann

pm = (e™ b, ¢) und p = (a, ¥/, ¢'), so suche man ®, ¢ aus
bo + ¢ =a¢ hieraulist 0" = 2a™p + b, ¢’ = a™'¢2 + ¢
und p7t! = («™+1, ¥, ¢’). Diese Methode ist in vielen Fillen

dem directen Potenziren der Formen (Legendre Nr. 362) vorzu-
ziehen.

¢) Nach Nr. 4 ) hat man
(ah, bR, ¢) = (a, bk, ck) (h, bk, ac)
und eben so («'h, U'h, ¢) = (a', bk, ) (h, UL, a'c)

Da ferner nach Nr. 2 ¢ zu £, mag es paar oder unpaar sein,
nur eine Mittelforin gehirt, deren Quadrat die Sehlussform gibt,
welche letztere die Formen nicht multiplicirt (Nr. 4 ¢), so gibt das
Product obiger Gleichungen

(ah, bh, c) (ah, Uk, ¢) = (a, bR, ck) («, V'L, c']),

welcher Satz oft in der Rechnung von bedeutendem Vortlieil ist.

d) Sind M, M’ zwei verschiedene Mittelformen derselben
Determinante, so ist il Product /"' eine von ihnen beiden verschie-
dene Mittelform, und man findet iiberdies MM = M', M' M’ = M.
Es gibt nimlich die Gleichung M X M = M’ quadrirt
M3 X M'* = "2, und bezeichnet man die Schlussform mit S, so

erhilt man M2 = S. Hier kann nicht " = § sein; denn dann
wite M X M' = Salso MX M2 =M X S=MN,d. h. M= M
gegen die Voraussetzung. Auch kann nieht M = M oder = M’

sein, indem dann die andere Form = § wiire. Es sind daher alle
drei Mittelformen von einander verschieden.

Sitzh. 4. mathem -naturw. CI. XXXTI. Bd. Nr. 18,

=
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Aus der Gleichung M X M’ — M" folgt Giberdies
MM =MH> X W = W
und MM =MX H>2=HM

9. Bestimmbarkeit der Formen.

Bekanntlich sind Primzahlen und von iliren Potenzen alle jene,
die zur Determinante prim sind, nur in einer quadratischen Form
enthalten, mag nun D positiv oder negativ sein. Dieser Satz gibt ein
Mittel an die Hand, wie man sich statt der Formen blosser Zahlen,
welche jene Formen darstellen oder bestimmen, bedienen kann. In
dieser Bezichung ist folgendes Verfahren das Zweckmiissigste:

«) Kommt die Primzahl p in einer Form vor, so bringe man sie
in’s erste Glied derselben, wenn dies nicht schon der Fall ist, dass
man (p, b, ¢) hat, wo b ohne Riicksicht auf das Vorzeichen < p
gemacht werden kann. Da das Vorzeichen von 6 wichtig ist, so wird
man am fiiglichsten diese Form nur dann = p setzen kbnnen, wenn
b positiv ist. Wiire z. B. (9, 2, 34) dureh cine Primzalil za bestim-
men, so kann man & = @' — y nehmen, und erhilt

(9, — 16, 41) = (41, 16, 9) = 41 also (9, 2, 34) = 41

b) Hieraus folgt, dass 1 die Bestimmungszahl der Schlussformen
ist, was anch mit Nr. 4 € und ¢ ibereinstimmt. Eben so kidnnen anch

L 1
die Mittelformen (2, 2, L} ) oder (2, d) = 2 geselzt werden,

¢) Nach Nr. 4 ¢ hat man («, b, ¢) («. — b, ¢) = 1 oder
(@, —b,¢) =1:(a,b,¢). Ist daher P = («, b, ¢), wo P was
immer fiir eine Bestimmungszahl darstellt, so hat man

1
(a,—b,¢) =1:Poder “

Es ist demnach (p, — b, ¢) = , wenn b positiv und < p.

~| =

d) Was die Bestimmbarkeit der Form (p™, b, ¢) anbelangt,
hat man sich da, wie aus Nr. 5 erhellet, an den Rest, den 6 getheilt
durch 2p gibt, zu halten; dieser wird immer zwischen den Grenzen
~+ pund — p aufgesueht, ist er positiv, so hat man (p™, b, ¢) = p»



Die Perioden der gnadratischen Zahiformen bei negaliven Delerminanten. 51

1 . s

sonst aber — oder p—™ zu setzen. Man wird duher z. B.
"

(8.5,9) = 23 wegen 8 = 1 (Mod. 4), hingegen (25, 16, 26) = -

52
in Folge 16 = — 4 (Mod. 10) anzunehmen haben.

e) Die Form («wd'a” ete., b, ¢) kann man sich nach Ni. 4 4 in
ihre Factoren (¢, b, a'a”c ete.), («, b, aa’c ete.), (a”, b, ad’c cic.)
zerlegt denken, wo «, «', «” ete. Primzahlen oder Primpotenzen
sind. Die Bestimmungsgrossen dieser Factoren werden aus den
Resten, welehe & getheilt durch die beziigliche doppelte Primzahl
oder Wurzel gibt, ermittelt; ihr Produet ist daim die Bestimmungs-
zahl der gegebenen Form. Die Reste bei jenen Congruenzen miissen
jedoch (nach @) immer kleiner sein, als die halben Divisoren. So ist

32
7 B. (180, — 17, 193) = 2% weil 180 = 22 x 32 X 5 und

—17=—1 (Mod. 4), — 17 =1 (Mod.6), — 17=3 (Mod. 10).

Anmerkung. Es ist als Nachtrag zu den Formenoperationen nicht
zu iiberschen, dass eine Forin durch eine andere dividirt wird,
wenn man das Dividend mit dem negativen Divisor multiplicirt.

1

@, v, )

— (a, b. ¢) (¢, — VU, ¢'). Auf dieselbe Weise wird anch

cine Form ans einem Gliede einer Gleichung in das andere

iibertragen. 1

Aus ¢ folgt niimlich (a, 0, ¢): («',0',¢") = (w.b.c), X

10. Existenz und Eigenschaften der Formen-
Perioden.

«) Erhebt man p= (({, b, ¢), wo p was immer fiir eine Bestim-
mungsgrosse vorstellt, zum Quadrat, dann zur dritten, vierten ete.
Potenz, wobei man, um grossen Zahlen auszuweichen, die Formen
reduciren und weiterhin blos mit («, b, ¢) multipliciven kann, so
enthalten dic auf diese Art gefundenen Formen nach einander die
Grissen p, p2, ps, p*, . .. p” . .. und man kann sie besserer Uber-
sicht halber mit fi, fo, fos fu .. .. fm. ... bezeichnen, wobei fm
die m* Form in der Verrechnung ist, nm] unter andern auch die
m'e Potenzen aller in der Basis («, b, ¢) vorkommenden Primzahlen
enthilt. Die Grisse m kann der Zeiger oder Index heissen. Euthilt

4
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die Reihe £,, f2, f5 . .. . nur moglichst reducirte Ausdriicke, bei denen
also der mittlere Coéfficient 4 keinen der dusseren iibersteigt, so
miissen sich dieselben einmal wiederholen, di nach diesem Verfahren
jede Form eine neue liefert, folglich die Reihe nicht abbrechen kann,
und eine Determinante nur  eine endliche Anzahl Formen hat.
Wiederholt sich mun eine Formm, so wiederliolen sieh aueh alle
folgenden, da sie aus gleichen auf gleiche Weise entstehen, d. h. die
Formen bilden eine Periode.

b) Es miissen sich aber auch, wenn f'm = f'n ist, ulle vorherge-
henden Formen wiederholen, denn weil man fae = (a, b, ¢) f (m— 1)
hat, so wird f (m — 1) = («, — b, ¢) fm und eben so anch
f(m'—1) = (a,— b, ¢) fm' gefunden. Daher entstehen alle vorher-
gelienden Glieder der Reihe aus den nachfolgenden nach demselben
Gesetze, und die Periode hat sonach keine Vorglieder, weil anch das
erste Glied £1 in der zweiten Periode vorkommen muss.

¢) Ist ¢ die Anzahl der Periodenglieder oder kurz die Perioden-
linge, so bat man f(# 4 1) = f1 = («, b, ¢) also nach Nr. 4 ¢

= (a.— b e)f(#+1)=(0,—b,¢c)(a,be)=(I,buc),

und /4 ist die Schlussform, wodurch ihre Benennung gerechifertigt
wird.

d) Hat man fm = (&, V', ¢'), so ist auch f (# — m) = p?—m
=pipr=1:ifm=1:(d,b,¢)oder [ (0 —m) = (u,—b, )
d. h. je zwei Glieder einer Periode, deren Zeigersumme der
Periodenliinge gleich ist, sind einander gleich aber entgegengesetzt.
Jede Periode zerfillt daher, wie Ahnliches bei den periodischen
Kettenbriichen vorkommt, in zwei symmetrische Hilften.

e) Fir die Verrechnung dieser Perioden sind folgende Sitze
von Wichtigkeit:

fm X fu=p" X p"=p»tr = f(m + n),

d. h. das Produet zweier Formen hat zum Zeiger die Summe der
Zeiger der Faetoren. Ferner hat man (fm)"* = (p")" = p™" = fmn,
und die Potenz einer Form hat zum Zeiger das Product aus dem
Zeiger dieser Form und dem Exponenten.
Ist fan = (', U, '), so hat man auch
1 1 1

= —=p " =f—m;

a,—b. )= ——— = —
( ) (', b, ) [ "
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macht wan daber das Mittelglied ciner Form negativ, so mache man
es aneh mit ihrem Zeiger. Dass die negativen Zeiger jenen Gliedern
zugehiren, die vor £1, und 0 = f# steliend gedacht werden, ist
leieht einzusehen. Eben so ist aus dem Begritfe einer Periode klar,
dass die Zeiger um jedes belichige Vielfache vou # vermehrt oder
vermindert werden konnen, und dass desshalb auely = m' (Mod. #)
sein wird, wenn man fm = fm’ gefunden hat.

f) Ist # eine ungerade Zahl, so hat die Periode zwei gleiche
aber enfgegengesetzte Formen zur Mitte uimlieh £t (# — 1) und
[+ (74 1); ist jedoch # gerade, so hefindet sich daselbst nur f1 4,
und weil (f4+ #)2 = f# = 1 ist, so kann f1 # nur eine Mittelform
sein, von welchem Umstande aueh ihire Benennung entnommen ist.

Da die Primzahlen und Primpotenzen von der Gestalt 4d — |
keine Mittelformen haben (Nr. 2 €), so kann bei ihnen die Perioden-
linge nur eine unpaare Zahl sein.

I1. Versetzung der Periodenglieder. Einschlies-
sende und eingeschlossene Perioden.

«) Wird nicht £1 sondern fo zur Basis der Peviode genonunen,
so hat dann dieselbe zu Formenzeigern «, 2¢, 32, . . .. von denen
diejenigen zu Schlussformen gehéren, in denen # aufgeht. Ist daher

’

. . A a .
#' die Linge der Periode, welche fu gibt, so muss —p— cine ganze

Zabl scin. Ist also « zu # prim, so hat man /" = #, und fu gibt
dieselbe Periode wie f't, nur dass die Glieder in einer andern
Ordnung vorkommen. Hieraus geht aueh hervor, dass man die
Zeiger mit jeder Zahl, die zu ¢/ prim ist, multipliciren kann, um eine
neue Anordnung der Periodenglieder zu erhalten. Wollte man daher
fA3, wo 3 zu # prim ist, zur ersten in der Periode haben, und will
die Zeiger der iibrigen Formen kennen, so suche man aus der Con-
gruenz‘ﬂ,u. = 1 (Mod. #) die Grisse p, mit welcher die Zeiger der
gegebenen Periode zu multipliciren sind. Oder sollte iiberhaupt /3
in £/ 7 verwandelt werden, so wiire g aus 3¢ = 7 zu suchen.

b) Sind a und ¢ nieht prim zu einander, so findet man # wegen

6 . . o
als den Nenner des so weit miglich gekiirzten Bruehes 5 daber

ist 6’ ein aliquoter Theil von #, So hat die Periode, welche
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f1 = (5, 1, 504) bei D = 10079 gibt, 135 Glieder, darunter
kommt auch £60 = (3, 1, 840) vor. Die Periode, welche letztere

q 60 4 .
Form liefert, hat daher wegen Iap = 9 r 9 Glieder.

35
Perioden, die in andern als ihre aliquoten Theile enthalten sind,
konnen figlich eingesehlossene genannt werden, im entgegen-
gesetzten Falle heissen sie einschliessend.
¢) Gibt hei einer und derselben Determinante die Form p die
Periode fi, fos f3 - . - [0, dann die Form p die Periode /', 2", fi'.... f'¢
und sind #, #' prim zu einander, so gibt ” = p p’ zur Basis genommen
cine Periode von ##’ Gliedern, welche die beiden obigen einsehliesst.
Hier kann erstlich ausser der Schlussform keine andere in
beiden Perioden zugleich enthalten sein; wiire dieses niimlich bei
" der Fall, und gibt diese Form eine Periode von /" Gliedern, so
miisste #” ein Theiler von # und #' sein, was nur hei #” = 1
geschehen kann. Werden nun die Periodenglieder von P it
Fy, F., F;, .. .. bezeichnet, wo daher I, = pp', Fy = pp', . ...
ist, so ergibt sich zwischen den Formen dicser drei Perioden die
Beziehung, dass man Fu = fn XX f'n hat,

wenn u="~f0p +m=H0¢" 4 u;
weil Fu = pop't = fu X fu = [ (B¢ +m) X [ (1'¢' + u)
= fm X f'n

wird. Ist # dic Periodenlinge von P, daher F'# = 1, so muss, wenn
u = @ gesetzt wird, m dureh # und n durch #' theitbar sein; denn
erhebt man fm X f'n = 1 zur #’'" Potenz, so iibergeht
fml X f'af' =1 wegen f'nfl’ =1 in fmf’ = 1, wesshalh
man mfl’ = o (Mod. #) oder m = o hat. Eben so findet man auch
n = o (Mod. #'). Folglich muss & = #6' sein. Wird in obiger
Gleichung » = #' oder was dasselbe ist = o gesetzt, so erhilt man
Fu = fm; daher schlicsst die Periode von P jene, die p gibt, ein.
Dasselbe ist mit p" der Fall, da man fir m = o, Fu = f'n erhill.

Dem zu Folge lassen sich zwei somit auch melirere Perioden,
deren Lingen relative Primzahlen sind, in eine einzige verbinden,
die sie alle einschliesst. Daher kionnen Perioden von ungerader
Gliederzahl hei Determinanten, welche Mittelformen hahen, nur zu
den eingeschlossenen gehiren.
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12. Die Periodensysteme.

Viele Determinanten haben ihre Formen in mehreren Perioden.
Zu salchen gehiren alle, die mehr als eine Mittelform besitzen, indem
sie wenigstens so viele Perioden als Mittelformen haben miissen. Die
zu einer Determinante gehorigen Perioden kann man figlich ihr
Periodensystem nennen, welches sich, so weit ich bisher erforschen
konnte, auf zwei Hauptfille reduciren liisst, und zwar:

@) Kommen bfters & Perioden vor, deren Linge simmtlich die
Primzahl e ist, und bei denen kein Glied einer Periode aus den
Gliedern der anderen Perioden entstanden ist. Diese £ Perivden
kann man nach §. 48 ete. der ,combinatorischen Analysis von Herrn
Andreas von Ettingshausen® als Variationsreihen, daher die ein-
zelnen Formen als ihre Elemente ansehen, so dass dann das Produet
aus allen Elementen einer Variationsform eine quadratische Zahliform,
die zu einer Periode von e Gliedern gehirt, liefert, nur das Product
der k Schlussformen gibt die allen Perioden gemeinschaftliche
Schlussform. Auf diese Weise erhidlt man e* — 1 Formen, die
siimmtlich von einander verschieden sind. Heisst A die Anzahl der

k
. . @ =1 . .
Perioden, so wird man 4 = T haben, da zu jeder Periode e — 1
o=

Formen gehiren. Fir ¢ = 2 gibt z. B. A die Anzahl der Mittel-
formen 2% — 1 (vergl. Nr. 2). Oder D = 307 hat die Formen
(4, 2, 77), (7, 2, 4%), deren jede eine eigene dreigliedrige Periade
gibt, daher hier ¢ = 3, & = 2 folglich 4 = 4 ist. Dasselbe ist bei
deu geraden Formen von D = 547 der Fall.

Hat nun eine Determinante ausser jenen 4 Perioden noch eine
f gliedrige, wo ¢ und # prim zu einander siud, so entstehen aus
ihrer Verbindung nach Nr. 11 A Perioden von der Linge e #, deren
jede die obige # gliedrige cinschliesst; denn stellt £i, fa, fo v . .. f1
die hesagte Periode dar, und setzt man in der Gleichung

w=~0¢ +m=ce¢ + n,n=cen,

duher u = eu’, so folgl aus Fu = fm X f'n, mag f'n zu welcher
der A Perioden immer gehiren, Few = [m.

Dalier kommen f, £, f3, . . . an den dureh ¢ theilbaren Stellen
aller e# gliedrigen Perioden vor. So hat z. B. D = 341 drei
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14 gliedrige Perioden, indem daselbst e = 2, k = 2, # = 7T ist;
D = 755 hat die geraden Formen in vier 12 gliedrigen Perioden, und
D =2 184499 hat dic ungeraden Formenwegene =5,k =2, / =11
in sechs 55 gliedrigen Perioden, was ein bedeutend seltener Fall ist.

b) Oft hat eine Determinante eine Periode von ¢ Gliedern und
iber dies k von ihr und auch unter einander unabhingige e glied-
rige Perioden, ist die erstere fi, fi, f5, . . . . fe* und stelit

ek —

[1f2f's-..f e welche immer der aus jenen / entstandenen

o —
Perioden vor, so gehort fm X f'n eciner e® gliedrigen Periode
an, wenn e in m nicht aufgeht; daher hat m so viele Werthe als e
relative kleinere Primzahlen, d. i. (¢ — 1) e*—1, und da der Grosse
n, e* Werthe zukommen, so entstehen aus fm X f'n im Ganzen
(e — 1) e*=!' X ¢* Formen, von denen je (¢ — 1) e*—?* zu einer
e® gliedrigen Periode gehoren; daher ist die Anzahl dieser Perioden
_(e—Mes=txer
= *T‘,_ ‘lj—e—a_—[.- = €".

Ist i = f; X f'n das erste Glied welcher immer von diesen
¢* Perioden, so hat man

(F1y' = Fe = ({1 (f'#) = fe X flen = fe,

und eben so F2¢ = f2¢, F3¢ = f3e¢ .... d. h. alle diese
Perioden haben die e*—!gliedrige fe, f2¢, 3¢, .... gemeinschaftlich.

Ferner gibt fem X f'n bei der obigen Bedeutung von m eine
e?—1 gliedrige Periode; m hat hier (e 1) e*=* Werthe,
n jedoch nur e — 1, weil das Product der Schlussformen hier nicht
zu beriicksichtigen ist, indem dann fem X f’e Glieder der einge-
schlossenen Periode geben wiirde. Es entstehen also auf diese Weise
(¢ — 1) e*=* (¢* — 1) Formen, deren zu einer Periode
(e — 1) e«—* gehiren, folglich ist die Anzahl dieser e*—! glied-
rigen Perioden = ¢* — 1.

Setzt man hier F'1 = fe X ["n, so erhilt man F'ge = fge?,
und eben so folgt aus Fe = fe, F'ge® = fge*; demnach schliessen
beide Classen die Periode fe2, f2e2, f3e2, . . .. fe* gemeinschaft-
lich ein, und man kann dieselben so ordnen, dass die Formen
der ersten Classe, d. i. jene in ¢* gliedrigen Perioden, deren Zeiger
ge? sind, den Formen der zweiten Classe mit den Zeigern ge
entsprechen.
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Eben so gibt ferm < f'n eiue drilte Classe von Perioden,
deren Liinge e*—2 und Anzahl ¢* — 1 ist, und die sieh zu jenen der
zweiten Classe eben so verhalten, wie diese zu den Perioden der ersten
Classe. Dasselbe gilt von den ¢#—%, e2—* .. .. ez gliedrigen Perioden,

Zuletzt kommt man zu den ¢ gliedrigen Perioden, deren Anzahl

ek+1—1 ek —
nach «) E—— 1 =c¢ L
urspriingliche Perioden vorkommen, und fe*=1, f2¢e2=1, . ... fe*
zu den eingeschlossenen gehirt.

So findet man bei D = 305 zwei 8 gliedrige, eine 4 gliedrige
und zwei 2 gliedrige Perioden, da ¢ = 2, @ = 3 und £ = 1. Eben
so hat D = 1187 drei 9 gliedrige und drei 3 gliedrige, weil
e=3, a4 =2 und &k =1 ist.

f‘hrigens leuchtet ein, dass alle diese Perioden mit einer
fl gliedrigen verbunden vorkommen kénnen. So hat z. B. D = 1517
zwei 24 gliedrige, eine 12 gliedrige und zwei 6 gliedrige Perioden.
Anmerkung. Wollte man das Periodensystem iibersichtlich dar-

stellen, so kinnten die Formen desselben mit /7' hezeichnet
werden, welcher Ausdruck die z' Form der m'*® Periode
bedeuten wiirde; der Zusammenhang der einzelnen Perioden
miisste dann eigends durch Gleichungen bestimmt werden.
Dies scheint jedoch wenig Bedeutung zu haben.

betriigt, indem hier £ + 1

13. Verrechnungsweise der Perioden.

Jede Periode kann als verrechnet angesehen werden, wenn man
ihre Linge und eine hinreichende Anzahl ihrer wichtigeren Glieder
kennt; denn dann lisst sich zu jedem Zeiger die Form und numgekehrt
finden. Was die Lénge # anbelangt, sucht man fm = 1 zu erhalten,
wo dann entweder # = m oder ein Theiler von m ist. Die wichtig-
sten Glieder der Perioden sind die zu kleinen Primzalilen gehirigen
Formen. Welches die grisste Primzahl wire, deren Zeiger man
kennen miisse, um vor Irrthum sicher zu sein, konnte ich bis jetat

nicht ermitteln, jedenfalls ist sie kleiner als v? bei den unpaaren,

D - .
und als 2 v? bei den paaren Formen, wahrscheinlich aber reichen

dazu nur wenige Primzahlen hin.
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«) Bei miissigen Determinanten, wo man nur eine Periode ver-
muthet, kann die Verrechnung ohne weitere Iilfsmittel mittelst der
Bestimmungsgrossen der Formen (Nr. 9) vorgenommen werden.
Z. B, bei D = 10079 wiire £1 = (5, 1, 504), /2 = (25, 11, 102)

32

22 ) 3 .
[3 = (36, 17, 72) also /'3 = — und zugleich f3 = 30 folglich
g 1 "
multiplicirt /6 = = oder f'— 6 = 2 und aus 23 f3 = 32 wird

[ — 15 = 32 Ferner weil £ — 1 = 23 3 d2 X 7 ist, hat muan
[32 = Toder (7,1, 360) dies quadrivt £64 = (49, — 41, 60) und

2235

[ 64 = , worius f— T8 = 3, also f— 150 = f— 15 = 3*

oder £138 = 1 und # = 135 folgt, da # weder 45 noch 27 cte. sein
kann. Davaus ergibt sich dann 129 = 2, £60 = 3 u. s. w.

Lussen sich auf diese Art die Zeiger einiger Primzahlen nieht
finden, so gibt die Basis entweder eine cingeschlossene Periode, oder
es findet sich da ein Periodensystem vor. Im ersten Falle kann man
eine andere Basis wihlen oder die Perioden verschiedener Bascn
mit einander verbinden; im letzteren Falle ist cin anderes Verfahren
einzuschlagen.

) Bei grossen Determinanten, oder wo die vorige Methode
nicht zum Ziele fihrt, nimmt man die Zeiger ciniger kleiner Prim-
zahlen als unbekannt an, scheidet dann jene Grissen aus den
Producten der Bestimmungsgleichungen aus, und sucht die anderen
Primzahlenin Bestimmungsgleichungen dureh jene unbekannten Zeiger
darzustellen, Findet man bei ciner Grisse zwei versehicdene Zeiger,
ctwa fm = fm' = p, so hat man m = m' (Mod. #}, wo jedoch #
unbekannt ist. Aus mehreren soleher Ausdriteke, die man Perioden-
gleichungen nennen kann, werden dann die unbekannten Zeiger und
# gefunden. Man braucht immer wenigstens so viele Periodenglei-
chungen, als es Unbekannle gibt. Ein Beispiel mag dies erliutern:

Setzt man bei D = 121271, foe = 2, fy = 3, so folgt aus

[2ar = (b — 3, T580) = (&, 5,8 X T X 199), f20 =
I
[2a
[ = (8. 13,3 X8 (11 Xx23),f—3v—y=25x23:11
und weiterhin ist f4e 4 2y = 31 : 7, f— Bz —y = 11 X 20

3
7 1927

T < 192 = s b f—20 -y =T X 193 dann gibt
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(B0 =TX29:8, f—6a+42y=253 f— 0w — 3y =2"52
und aus f7.0 geht 150 = 1 oder 152 = o (Mod. #) hervor;
nehst dem erhilt man f7e 4+ y = §:19 oud /T — y = 7: 23.
Aus der Yerbindung der ersten und vorletzten Gleichung folgt
[120 43y =582 X Toler 3 + 6y =7, — 4w + Ty =23
[To 4 8y = 31. Weilerhin gibt f3y, f4y, 5y, f — @« + 3y
= 83 : 7 oder 20 + 9y = 83, damn fo + 4y = 11 XX 19,
[ — By = 7 X {lalso f— 1ly = U, fao 4 15y = 19

daher f8ar + 16y = 5, was mit dem Zeiger von 52 verglichen
220 -+ 35 y = o licfert. Multiplicirt man diese Gleichung mit 15,
so ist wegen 22 X 15w = o, 828y = 0 und / = 525y. Ein

Theiler von 528y kann # nicht sein; wiire z. B. 0 = 175 y. so folgt
aus der fiinffachen zweiten Periodengleichung 1102 4 175y = o,

d. h. 3.0 = 0. Wird demnach y = 1 folglich # = 525 genommen,
so gibt die Gleichung 222 -+ 35y = o, ¥ = 70, woraus man

(50 =8, f216 = 7, f515 = 11 u, s. w. berechnet.

14. Die Periodengleichungen.

Von diesen gilt alles, was von Congruenzen iiberhaupt gilt, nur
diiefen sic nicht, so lange der Modell unbekannt ist, dividirt werden,
indem der Divisor leicht zum Modell nicht prim sein kinnte. Auch
ereignet es sich hier oft, dass sich eine der Gleichungen aus den
anderen ableiten lisst, in welchem Falle dann « Gleichungen nicht
hinreichen, um « unbekannte Zeiger zu hestimmen. Uberdies haben
sic folgendes Eigenthiimliche:

«) Kommi unter ihnen eine von der Gestalt 2ax 4+ 2by
-+ 2¢% = o vor, ader lisst sich eine solche ableiten, so ist entweder
ar + by 4 ¢z = o oder 14, und es gehivt £ (ax 4 by | ¢z)
einer Schluss- oder Mittelform an. Liisst sich diese Grosse aus den
bekannten Periodengleichungen mieht ableiten, so ist das Letziere
beinahe sicher, und hitte D schon die Mittelform (2, 2, ¢) oder
(2, d), so wird der Zeiger a + by + ¢~ wahrscheinlich einer
andern Mittelform angehoren. Dies ist besonders bei Factorenzer-
legungen von Wichtigkeit.

b) Hat D zwei oder mehrere Gleichungen von der Gestalt
wex + bey -+ cex = o, dew + ey + dex = o oder lassen
sich dieselben ableiten, zeigt cs sich iibrigens, dass keine von den
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Grissen ax + by + ¢z, @@+ b’y + ¢z = o ist, und dass sie
sammtlich von einander verschieden sind, so kommt bei D) ein Perioden-
system vor, das dann nach den Grundsitzen in Nr. 12 verrechnet
werden kann. So ist bei D = 131867 fiir ungerade Formen und
heiffz =3, fy="11, fz=17, d&— sy = 0, S&’-- sz = ound
es gibt sowohl far — y = (33, — 23, 1003) als auch fur 4 2 =
(81, — 23, 649) eine Periode von 3 Gliedern.

¢) Sind die Unbekanuten so beschaffen, dass sich durch die-
selben die Zeiger aller zu D gehdrigen Primzahlen p, bei denen also

— D D . D X
nach Gauss (—) = Il bis\/T bei ungeraden und 2\/~3- bei
P :

geraden Formen, und falls man nicht so weit gehen konute, doch
wenigstens aller in der Rechnung vorkommenden angeben lassen, so
kann man um # zu finden, Folgendes als Grundsatz annehnien: ,,# kann
ketne Zahl @ zum Factor haben, wenn durch diese Annahme @, y, = ete.
einen gemeinsamen Theiler erhalten wiirde;* dann hiitten nimlich
diesen Theiler die Zeiger aller Primzahlen zum Factor, er wiirde
daher auch bei allen Potenzen und Producten vorkommen, und 4 wiire
zu gross genommen. So kommen bei D = 2653 71653 fir for = 3
fy = 11, fz = 13 die Gleichungen 1192 + 11y 4 82 =0
6382 + 4Ty + 132 =+ 0, 3882 - 3ly + 42 = o vor; die
Elimination gibt 29724 & = o, 29724 y = o, 54494 2 = 0. Das
kleinste gemeinschaftliche Mittel dieser Coéfficienten ist
326964 = 22 X 3 X 11 X 2477 = 2 4.
Aber 4 ist kein Theiler von #; denn zum Modell genommen wiirde
es nach den obigen Gleichungen @ + y =0, @ — y = o also
2w = o liefern, wesshalb @, y und ~ gerade sein miisste.
Auch kann wegen der Congruenzen 3y + 22 = o
— 2y -+ 4v =0 (Mod. 11) oder 8y = o, die Zahl 11 kein Theiler
von # sein, und man findet # = 14862. Doch kommen iihnliche
Untersuchungen bei kleinen Determinanten sehr selten vor.
Anmerkung. Hieraus ist ersichtlich, dass die Periodengleichungen
die Eigenschaften der Periode und des Periodensystems ent-
halten, die man dann aus ihnen entwickeln kann.

15. Die reeiproken Zahlen in den Perioden.

Zwei Zahlen D, N heissen bekanntlich reciprok, wenn N in den
Formen der Determinante ) und umgekehrt vorkommt. Eine quadra-
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tische Zahlform enthilt, wie bereils erwiesen ist, entweder keine
oder lauter reciproke Zublen. Hicran reihen sich folgende fir die
Reciprocitit immerhin wiehtigen Siitze:

a) Ist fu eine reciproke oder nicht veciproke Form, so ist es
aneh bezichungsweise frn + 2m, mag m welchen Werth immer
haben. [litte man niéimliech fn = N und fm = M, so gibt
[ 4 2m = NI, und man wird, wenn d was immer fir eine in
D aufgehende Primizahl ist, naeh der Gauss’sehen Bezeichnungsweise

(/—" >; 2"—,) = (AT;IQJ = (%) = (f'—;) , daher auch (———CHIFEE) =

(:fo') = + 1 haben. Es kommt also jede D theilende Primzahl,
[

daber jede Potenz und jedes Product aus solchen Grissen in den
Formen der Determinanten fu 4 2m vor oder nicht vor, je nachdem
sich dieses bei f'n ereignet.

b) lNat demnach D blos Perioden von ciner ungeraden Linge,
so wird entweder jede Form reeiprok sein oder keine. Ersteres
geschicht bei den Formen von der Gestalt (24, 20, 2¢), wenn D
eine Primzahl oder Primpotenz voun der linearen Form 8 ¢ + 3 ist,
Letzteres bei den unpaaren und paaren Formen von D = 8¢ + 3
und bei allen Formen der Determinanten ) = 8 ¢ — 1, mag D eine
Primzahl sein oder nicht.

e) Ist P = at? 4 btu + cut oder 4a P = (2at + bu)® + Duz
. . ,'-’&aP_aP_
so hat man fiir jede Primzahl 4, die D theilt (7) = (—) = il

d
a P 3 N
also (_l) = (—l—) . Da man nun bei jeder Form mit einem geraden
« (o
] e o .
Zeiger P = p? setzen kann, so ist (7) = 1 das Kennzeichen von
¢

[2m = «. Bei Formen mit einem ungeraden Zeiger muss nimlich

. a . « @

immer (7) = -— | sein; denn wiire (7) = 1 also auch (?) =1,
so iibergeht pE=at* 4 btu 4 cu?

wenn p=cz t=2cy, u=a — by

gesetzt wird, in @2 4 Dy* = c¢#? welehe Gleichung naeh

Legendre Nr. 27 immer in Ansehung dessen, dass hier ¢ eine
Zahl der Determinante D ist, d. h. dass man fir jede Primzahl ¢,
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diese theilt, (—,)) = 1 erhiillt, in ganzen Zahleu losbar ist. Man
c

findet daher Werthe fiir p, ¢, u, und die gegebene Form ist wirklich
= p*, und hat also einen geraden Zeiger.

d) Ist die Periodenliinge eine gerade Zahl, so sind entweder
alle Formen ciner Periode mit geraden oder alle mit ungeraden
Zeigern reciprok, oder es findet dies bei keiner derselben Statt; nie
aber kann in ciner solchen Periode cine Form mit einem paaren und
eine mit unpaarem Zeiger zugleich reciprok sein. Ist ndmlich

(:L"] = (:—@) = 1, so wird man, wenn fa = Ilfm geselast
d d )

wird, (_ I;/‘m) = (g) (_d/‘m) = 1 also [g) = 1 erhalten, wess-
halb nach ¢) II = £2 « zu nehmen ist, woraus dann fn = f2a + m
ofder n = 2 + m folgt, so dass n mit m immer nur gerade oder
ungerade sein kann.

e) Ist D = ¢g* + 2 so hat, wic bekannt, jeder ungerade
Theiler « dieser Determinante die Gestalt 4 ¢ -+ 1, und man erhilt
(— [=* + Dy?]

d
und mit ibr jede Form, die einen geraden Zeiger besitzt, reciprok.
indem die Schlussform in allen Perioden vorkommt. [Litte jedes o

) = (_Tv) = 1. Desshalb ist dann die Schlussform

die Gestalt 8¢ 4- 1, so ist wegen (—;;) = 1 die Mittelform
a

(2.2, 49 + 1) auch mit reciprok.
Wire D nieht = ¢* 4 /2 und auch nicht von der Gestalt
4 — 1 oder 4 ¢, so ist # gerade und die reciproken Formen haben
ungerade Zeiger.
Anmerkung. Da nach Legendre Nr. 302 efe. jede reciproke
Form auch eine (rindre ist. so gilt alles von den ersteren
Gesagte auch von den letzteren.

16. Formenzahl und Linge der Perioden.

a) Tn dieser lHinsicht verdient folgender von Dirichle(1)
aufgefundene und von Lipschitz elementir crwiesene Satz cine

1) Crelte’s Journal Band 21, S. i2 und Band 53, S. 255,
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hesondere Beachtung: .lst A& die Anzahl der Formen erster Art
(. . der cigentlichen quadratischen) von der Determinante /), und
L die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante ' = D S*
wo S irgend eine ganze Zahl hedeutet, so ergibt sich die Bezichung.
dass &’ und A in einem angebbaren Verhiltnisse stehen, nnd zwar,
dass h' == hlist, wo hei negativen Determinanten

= =GOl = GO = (Al

vorstellt, wenn man § = »2'2" cte. hat. Hiebei ist nach Gauss
- D r—1 :

( - 7) = (— D)= = + | (Mod. ), welche Grisse Null zu
-

selzen ist, wenn » = 2 oder ein Theiler von D ist. Was ) — §*

_\\1—) und

anhelangt, wenn S eine Primzahl ist, hat man / = § — (

{ S+1
h' =, d. h, Lk'ist die geradeZahl > :—L

2 2

Dieses Gesetz hat jedoeh seine Giltigkeit nur unter der Voraus-
setzung , dass die Formen («, b, ¢) und (2, — b, ¢) mit Ausnahme
des besonderen Falles in Nr. 2 & ungleich sind. Daraus erhellet die
Nothwendigkeit der Annahme von fn — gm = 1 in Nr. 1.

b) Mittelst des vorstehenden Salzes ist man in den Stand
gesetzt, die Formenzahl bei Potenzen ans Primzahlen, und da letztere
meistens nur eine Periode haben, die Linge derselben zu bestimmen:
hat nimlich p, p2 beziehungsweise #/, & Formen, so wird die Anzahl
der geraden Formen bei D = p**+1, #' = f#p» und bei D = p**,
#' = § p»—! betragen, wesshalb auch die Determinanten 227+ und
22142 gine Periode von 2 Gliedern haben.

Was die ungeraden Formen anbelangt, betriigt ihre Anzahl bei
den mnpaaren Potenzen der Primzabl p = 8¢ + 3 blos & #p*
nimlich den dritten Theil der geraden. indem die drei geraden
Formen (44, 20, ¢), (a, 2b, 4e). (ba.—2 [2a—bl.a — b+ ¢)
in die ungerade (@, b. ¢) iibergehen. Dies gilt offenhar auch hei
n =0, da hei D = p = 8¢ | 3 die Anzahl der ungeraden
Formen 1 # ist, wenn jene der geraden # betrigt.

¢) Hat die Delerminante D mehr als eine Periode, so ist die
Zahl der Formen durch die Gliederzahl der Yingsten daber auch jeder
andern Periode theilbar.
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Was das Periodensystem unter « Nr. 12 anbelangt, enthilt es
im Ganzen e* Formen in Perioden von e Gliedern; erscheint dieses
System mit eciner ¢ gliedrigen Periode verbunden, so gibt es ¢* ¢
Formen in e # gliedrigen Perioden.

In der zweiten Gattung der Periodensysteme haben die e
gliedrigen Perioden (¢ — 1) e¢*=' X ¢* Formen, deren Zeiger
durch e nicht theilbar sind, nebstdem haben sie eine e¢*—1 glied-
rige Periode, deren Zeiger durch ¢ aufgehen, gemeinschaftlich, daher
im Ganzen

(e—1) er—t Xek f+er=1=(e—1) (eF—1)er—! 4 e

Formen. Die e*—1, e#—2,....¢* glicdrigen Perioden enthalten
beziehungsweise

(e—1) (e —1) e—2, (e — 1) (et — 1) es—3, . .
(e —1)(e*—1)e
neue Formen, dazu gibt es noch
e(e*—1)=(c— 1) (e —1) 4 et —1
Formen in ¢ gliedrigen Perioden; daher betriigt die Anzahl simmit-
licher unter einander verschiedener Formen
(et —1) (e— 1) [e=' + e*=2 4 e*=* f. .. e+ 1]
+ et 4 b — 1,

ea — 1
ist,

oder weil e¢—1 4 €42 - e¢—3+ .. e+ 1= .
5—

(e* —1) (e* — 1) + e* + ef — 1 = e4+F, welche Grosse
sich offenbar dureh e“ theilen lisst.

Eben so hat der obige Satz auch in dem Falle seiue Richtigkeit,
wenn das letztere Periodensystem mit einer ¢ gliedrigen Periode
verbunden erscheint.

d) Ausser diesen beriihren die Periodeniinge noch folgende
speciclle Sitze:

Ist D = a™ — b* und @ ungerade, so ist # durch m theilhar,
weil hier die Periode
(v, 2b, a”=1Y), (a4 2b, a"=2) .. .. (a™ 20, 1) zum Vorschein
kommt. Wire jedoch D = 2™ — §2, so wird # = 1 (m— 2) sein,
da die Formen (2, b, 27=%), (& b, 2"—%) . . .. 2™ b, 1) eine
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(m — 2) gliedvige Periode bilden. Aus ihnliehen Griinden haben
D =4am — b2 und D = 2a™ — b2 die Grossen g und 2pm
zu Periodenlingen.

Die Primzahl /) = 8¢ - 1 hat cine Periode von 42 Gliedern,
da nach Ne. 15 die Mittelform (2, 2, 4¢ 4 1) reciprok ist, und
desshalb einen geraden Zeiger hat. Wire D = 8¢ + 5 und Prim-
zahl, so ist # = 42 4 2, weil in diesem Falle die Mittelform nicht
reciprok ist, daher einen ungeraden Zeiger besitat, wie dies in diesen
beiden Fillen aus der Reciproeitit von (1, D) hervorgeht.

Beide letzteren Fille gelten auch von allen Potenzen und Pro-
ducten, wenn die Wurzeln und einfachen Factoren dieselben Eigen-
schaften wie D besitzen, so wie auch bei dem Doppelten derartiger
Grossen.

17. Bemerkungen iiber die Determinanten in
Hinsicht ithrer Theilbarkeit.

Will man cine ungerade Zabl in zwei Factoren zerlegen, so
reicht es hin zu ihr als Decterminante eine Mittelform ausser

D1
(2.2, .

(ps o)y (ps - p)s (ps1)s 2, 2. 7), (ps 24, p) beziehungs-
weise ) = p (4r — p). 2p —¢q) 2p -|— Q) pr,p r — p),
(r — 9 (p + ¢) geben.

Kommt hei D keine dieser Mittelformen vor, so kann es nur eine
Primzahl oder Primpotenz sein. Gerade Potenzen sind vollstindige
Quadrate, und die ungeraden erkennt man daran, dass sie mit ihrer
Periodenlinge die Wurzel oder eine ihrer Potenzen gemein haben.

Da mittelst der Bestimmbarkeit der Formen und der Perioden-
gleichungen die Verreehnung der Perioden bedeutend erleichtert
wird, so ist man auch in den Stand gesetzt, schr grosse Zahlen in
Factoren zu zerlegen oder ihre Primitit zu erkennen. Auf diese Weise
wurde unter andern auch
TEI T 111 =2 (107 — 1) = 2071723 X 5363222357
zerlegt, welches woll die grisste Zall ist, hei der dies ohne Zufall

) aufzusuchen, indem naeh Nr. 2 die Mittelformen

gesehah.
Anmerkung. Bei Zallenzerlegungen nach dieser Methode finde
man oft £2 @ = m?, oder cs lisst sich aus den Bestim-

Sitzh. 4. mathem.-naturw. Ct. XXXI, Bil. Nr. I8, b
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mungsgleichnngen eine solche Form ableiten; dann hat man
f2a (fa

= )‘1 = 1, und es kann f« : m blos eine Schiuss-
"

m
oder Mittelform sein. Gewohnlich ist das letztere der Fall.
Seltener trifft es sich, dass man zu einer Form von der Gestalt
(aaz, b, ac?), wo daher D = (2aac — b) (2uac+ b)
ist, gelangt, oder dass in («, b, ¢) « mit b oder b nit ¢ einen
gemeinsamen Theiler hat, der demnach auch D theilt.

18. Unbestimmte Gleichungen von der Gestalt
pt = ad® 4 bay + cy’

Zur Lijsbarkeit dieser Gleichung ist vorerst erforderlich, dass
p mit («, b, ¢) zu derselben Determinante gehire; denn aus
hacpr™ = (2ax + by)* + Dy* = M> + Dy= folgt, wenn pf
was immer fir eine p theilende Primzahl ist

— Dy? —D M2
E2) - (G- () -
r P P
Eben so sieht man, dass jeder Werth von z dieser Determinante
zugehoren werde. Ist nun in der Periode oder im Periodensystem,

welches bei D = 4dae — b* oder falls & = 26’ wire, bei
D = ae¢ — b'? vorkommt,

fo = (a, b, ¢)ud p=df2+4bfg+ cg* = f3

wo also 3 je nach der Beschatfenheit von p auch mehrere Werthe
haben kann, so wird man 2 = f (« F ) erhalten, indem pz™ keine
Bestimmungsgrosse (Nr. 9) sondern ein blosses Product ist. Setzt
man weiter 2 = fw oder ™ = fuw, so ergibt sich mw = o F 3
(Mod. #). Zur Lissharkeit dieser Congruenz ist demuach erforderlich,
dass der griosste gemeinschaftliche Theiler von ., # in « F [ aut-
gehe. Hat man auf diese Weise einen oder mchrere Werthe von w
gefunden, so liefert die Periode oder das Periodensystem fiir jedes
w eine Form von der Gestalt » = fw = k> 4+ ntu + ru?,
wo k, u, » bestimmte, ¢, u hingegen willkiirliche Grissen sind.
Kehebt man diese Gleichung zur m ' Potenz, und multiplicirt dann
das Resaltat mit £ + 3 = («', & 0, ¢'), so kommt nach den gehii-
rigen Reductionen £ (m w + ) = fo = aw® + bey -+ cy? zum
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Vorschein, wobei die Unbekannten @, y. durch Functionen des '™
Grades von ¢, u dargestellt sind.

Beispiel: 3723 = 32 4 22y 4 34y~

Ilier gibt D = 101 fir £ 1 = (3,2, 34) eine Periode von
14 Gliedern, worin f8 = (6, 2, 17) = 37 bei 2’ = 2,y = — |
vorkommt. Daraus folgt 3w =1 F 8§ (Mod. 14) oder 3w = 21
vel 9 und w = 7, 3. Daher ist vorerst x = /7T = 224 2¢u + Sluz,
daraus findet man 23 = 2 X2 + 2XY A 51 Y7

wo X = 2¢ — 183¢u2 — Sludund ¥ = 62w + 6w — 49us;
folglich 8723 = (2X2 4+ 2 XV 4 51y (1Ty2— 2.2y + 672,
was 3723 = a4 2wy + 34 2

gibt, wobei

@ = 86 4+ 102 2u — 510 fuz — 1037 us.
y = — 20 4 30 ¢ 4 183 tu> — 194 us.

Eben so findet man die zweite Lisungsweise fiir

2=f; =102 — 6fu 4+ 11 a?

o = — 963 4 288 2u 4 162 ¢ u> — 127 u®
y=— 146 — T80 4 93 fur 4 10w

Anmerkung. Mehreres iiber Gleichungen dicser Art, besonders
was den Fall von m = 2 anbelangt zu erwilhnen, ist wobl
nicht nithig, da hieriiber Gauss, Lagrange, Legendre
und neulich Herrmann Seheffler in seiner ,,unbestimmten
Analytik (Hannover 1854) weitliufig genug gehandelt haben.
Was jedoch die vorstehende Methode anbelangt, so gibt es,
wenn m >> 2 vorkommt, keine bLessere; iiberdies ist sie
sowohl bei sehr grossen als auch bei positiven Determinanten
brauchbar, indem letztere auch Perioden- und Periodensysteme -
besitzen; und wenn sie aueh in der bindigen Darstellung der
Resultate einigen andern Methoden nachsteht, so gewiihrt sie
dafiir wieder die Sicherheit keine Lisungsweise iibergangen
zu haben.



